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repère à reporter sur la copie 


| SESSION DE 2006 


concours interne 
de recrutement de professeurs agrégés 
et concours d'accès à l'échelle de rémuneration 


deuxième épreuve de mathématiques 


Durée : 6heures 


Calculatrice de poche, y compris programmable, albhanumérique où à écran graphique, 
à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément à la circulaire n° 99-186 
dau 16 novembre 1990, 


l'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de fout autre matériel 
électronique est rigoureusement interdif. 


Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il le signale très 
lisiblement dans sa copie, propose la correction et poursuit l’épreuve en conséquence. 


N.B. : Hormis l’en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe 
d’anonymat, comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui 
vous est demandé comporte, notamment, la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez 
impérativement vous abstenir de signer ou de l'identifier. 
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Propriétés qualitatives de certaines équations différentielles 


Introduction 


Ce problème présente des techniques permettant d'étudier les solutions d'équations différentielles, 
en général non linéaires. sans connaître explicitement ces solutions. Par conséquent, on ne cherchera 
pas à résoudre les équations différentielles qui apparaîtront au fil de l'épreuve, sauf si cela est demandé. 
Rappelons que, dans le cas d'une équation différentielle non linéaire, l'intervalle de définition d'une 


solution est lui aussi inconnu. 


Définitions et notations 


Pour tout entier rm > 0. on munit l'espace vectoriel R’? du produit scalaire usuel 
Ï 


L'E,Y >= y Ti Yi ; 
1<i<m 


la norme associée est notée 


Er 


æ|| : on note B(xo,R) la boule fermée de centre x9 € R et de rayon 


Soient Ü une partie ouverte de R x R°7,et f une application de U dans R7. On dit que 
l'application uw : I — Rest une solution de l'équation différentielle 
(E) 2 = f(x) 
SI : 

a) Ï est un intervalle non trivial (ni vide, ni réduit à un point) de la droite réelle R, 


b) uw est une application dérivable de I dans R7, 


c) pour tout t€ T.ona (t,ult)) E Ü et u'(t) = f(t.ult)). 


Soient üu1 : [1 — R°7 et wo: Lo — R7 deux solutions de (E) : on dit que uw: est une restriction 
de u2 si h C I: et si, pour tout t € Li, on a uit) = uolt). On dit aussi que w2 est un prolongement 
de u1,ou encore que u2 prolonge u1. 


Une solution de {E) est dite maximale si elle n’admet pas d'autre prolongement qu'’elle-même. 


De manière générale C{X.Y) désigne l’ensemble des applications de X dans Ÿ de classe C7. 


lorsque cela a un sens. 


On dit que l’apphcation f est localement lhipschitzienne en x si, pour tout point (to,xo) de U.il 
existe deux nombres réels € et À tous deux > 0 et tels que : 

a) l'ensemble C = [to — €. to + €] x Br(ro,€) soit inclus dans U. 

b) si (t.x1) et (t,x2) sont deux points de C ,on ait ||f{t.æ1) — f(t,æ2)] <k 


Lt — 09 Ï ‘ 
On rappelle qu’une fonction f € CT(U,R") est localement lipschitzienne en x. 


Les deux premières parties n utilisent pas le théorème de Cauchy-Lipschitz, contrairement aux 
À P 


autres parties. L'énoncé de ce théorème est donné au début de la troisième partie. 


Partie I 
Soit q un nombre réel > O et soit u une application dérivable de R dans R? : pou t£€R.on 


\ 
; 


écrit ut) = (ui(t)}.u2(t)). On suppose que la fonction u satisfait, sur R, aux égalités 


dy Le Us 
Un = —U] —qu?. 


L'existence d’une telle application w est admise ici. 


1) Démontrer que w est solution d'une équation différentielle du type (E) en précisant bien quelle est 


l'application f. 


2) Pour qg = 0, déterminer l'application w et démontrer que l'image de l'arc {+ u(t) est un cercle. 


Représenter ceci sur un dessin. en n'oubliant pas de mentionner le sens de parcours. 


3) Supposons q > 0 
a) Démontrer qu'il existe un nombre réel p tel que l'image de « soit incluse dans la courbe 
| DR dd 2 
Cp = {(a1,2) ER [ai + sai +as = p}. 
b) Démontrer que p est 2 0. Que dire de u si p =0 ? 


On suppose désormais p > 0. 

c) Représenter sommairement la courbe C, dans un repère orthonormé du plan. Les tangentes aux 
points où la courbe €, coupe les axes du repère doivent apparaître sur le dessin. 

d) Démontrer qu'il existe deux fonctions 9,0 € C'(R.R). avec p > 0, telles que, pourtout t€ER, 
on ait 

uilt) = plt)cosô(t) et ua(t) = p(t)sin6(t). 

e) Calculer 0'(t) en fonction de p et 8, et en déduire que la trajectoire de w est exactement la 

courbe C,. 
y 
Partie II : Barrières 
Dans cette partie, on considère je partie ouverte U de R? et une fonction f € CUU.R) 


localement lpschitzienne en x. On note toujours (E) l’équation différentielle x° = f{t.x). 


1) Soient a, b et K des nombres réels, avec a < b, et soit hk:[a,b] — R une fonction dérivable 
satisfaisant à h(a) = 0 et h° < Kh. Démontrer que h est < 0 [on pourra par exemple chercher une 


fonction @ telle que (hk°— Kh)o soit la dérivée d’une fonction simple]. 


2) Lemme de la barrière inférieure : On suppose que [I est un intervalle réel non trivial et a :1-— R 
une apphcation dérivable telle que, pour tout t € I, le point (£.a{t)) appartienne à U et que l'on ait 
l'inégalité 
a'(t) < flé,a(t)). 
On dit alors que & est une barrière inférieure de l'équation (E) sur l'intervalle I. 
Soit u :J — R une solution de {E) et {4 € IN J. On suppose a(to) < u(to) et on veut démontrer 
que aft) ut) pour t 2t0. t E IN J. On procède par l'absurde et on suppose que cela est faux. 


a) Démontrer qu'il existe {* et t1 dans INJ tels que t0 <t1 <t* et que l’on ait 


u(ti) = a(t1) et ult) <aft) pour ti <t<t*. 
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b) Etablir l'existence de t2 €]t1,t*] et d’un nombre réel C > 0 tels que, pour tout t € [t1.to 


ee 


l.on 


ait 
JG a(t)) — f(tu(#))] < Cat) —utt)]. 


c) En déduire que l’on a &’—u" < Cfa —u) sur [t1.t2]. Trouver alors une contradiction et conclure. 
‘ + 9 G — ,9 
3) Eremple : Prenons dans cette question U = R°? et f{t.x) = x° + (sintx)?. 


a) Vérifier que, pour tout À€ R,, l'application & de | — oc. À] dans R définie par a(t) = 1/(À —t) 
est une barrière inférieure de (E). 


b) En déduire que, si u : 1— R est une solution de (E) et s'il existe un nombre réel fo tel que 


u(to) > 0, alors l'intervalle I est majoré. 
+) De façon analogue, énoncer et démontrer le lemme de la barrière supérieure. 
5) Unaicité. 
a) Déduire des résultats précédents que, si w1:J1 —R et w2 : Jo — R sont deux solutions de 


(E) et s'il existe un nombre réel {9 € J1 NJ2 tel que u1(t0) = wilto). alors ui(t) = u2(t) pour tout 


tE Ji No. 


b) Nous allons démontrer par un exemple que l'unicité est fausse lorsqu'on ne suppose plus la 


È à . un. z 1 ù : : 9 
fonction f localement lipschitzienne en x. Posons U = R° et prenons pour f l'application de R° 


dans R définie par f(t.x) = 4/|x|. 
1) Prouver que la fonction f est continue. Est-elle localement lipschitzienne ? 
11) Décrire toutes les solutions strictement positives de (E). 


it) Raccorder de telles solutions avec la fonction nulle pour construire deux solutions de (E) 


qui coincident en un point mais pas en tout point. 


Partie III : Entonnoirs et anti-entonnoirs 


Dans la suite du problème. on admet le théorème de Cauchy-Lipschitz : 

Soient U une partie ouverte de R x R" et f € COUR") une fonction localement lipschitzienne 
en æ. Soit (to.xo) un point de U ; alors 

a) l'équation différentielle (E) admet une solution maximale unique u:1— R° satisfaisant à 
u(to) = to ; 

b} son ensemble de départ I est un intervalle ouvert de R : 


c) toute solution v de (E) telle que v(to) = 20 est une restriction de u. 


Dans cette partie, on prend m=1 et on prend pour U le produit Ja,b{xle, di, où a.b.c.d 
désignent des nombres réels. ou +s0,ou —, et satisfont à a < b et c< d. Soit f € CU(U.R) une 


fonction localement lipschitzienne en x. On note toujours (E) l'équation différentielle x! = f{t.r). 


1) Soient p et q des nombres réels tels que p < g.et soit g:]p.gl— R une fonction dérivable dont la 


dérivée est bornée. Démontrer que la fonction g admet une limite finie en g. 


2) Théorème de l’entonnoir. 

Soit [C}a.bf un intervalle non trivial et soient à,/8 : I — ]c. d| des applications dérivables telles 
que, pour tout {€ T,on ait 

a(t) <B(t), a'(t) < f(t.a(t)) et f(t.5(6)) < B'(E). 

Dans cette situation, on dit que l'ensemble À = {{t.x) |teTet aft) < x < B(t)} est un entonnoir de 
(E) sur l'intervalle I. Nous allons établir que les solutions qui entrent dans un entonnoir s'y trouvent 
piégées. 

Soit u:J—R une solution maximale de (E) et soit to un point de J tel que (to.u(to)) 


appartienne à l’ensemble À. 
a) Démontrer que (t.u(t}) appartient à À pour tout t > to appartenant à INJ. 
b) Démontrer que l'intervalle IN [t0,+oo[ est contenu dans J. 
3) Exemple : On prend U = R°. On pose 
fftiz)=t-x+agl(t.x). 
où g € CI(U,R) est une fonction qui satisfait à 


Nbr) 21 pour g<t. 
JHELIÉT pour LE Tr: 
a) Démontrer que. pour tout nombre réel À > 0, les fonctions a et { définies par a(t) = t — et 


et B{t) =t+Ae"t, définissent un entonnoir sur R. 


b) En déduire que toute solution maximale de (E) est définie sur un intervalle non majoré et admet 


une asymptote en +0. 


Voici une nouvelle définition : Soit I C]la.b] un intervalle non trivial et soient a, : I — ]c.d! des 


applications dérivables telles que. pour tout t € I, on ait 
B()< alt). (4) <f(ta(t)) et  f(E.B(E)) < B'(t). 


L'ensemble À = {{t,x) [te I et f{t) < x < a(t)} est appelé un anti-entonnoir de l'équation (E) sur 


l'intervalle I. 


+4) Un résultat d'unicité : On se donne un tel anti-entonnoir À. en supposant de plus que l'extrémité 


droite de l'intervalle TI est le point b, que at) — B(t) — 0 quand t — b avec t < b, et enfin que la 


fonction f admet une dérivée partielle _ positive ou nulle sur À. 
Démontrer qu'il existe au plus une solution w de (E) sur I telle que (t,u(t)) appartienne à 


l'ensemble À pour tout t€I. 


5) Un résultat d'existence : Dans cette question, À est un anti-entonnoir sur [, défini comme ci-dessus 
par des fonctions æ& et .et on suppose que l'extrémité droite de l'intervalle I est le point b. Nous 
allons établir l'existence d'une solution w de (E) sur I telle que (t,u(t)) appartienne à l’ensemble A 
pour tout # € TI. Pour cela considérons une suite strictement croissante (t:)1>0 d'éléments de I avant 


pour limite 6. 


a) Pour toute application « de J dans R, on note —J l'intervalle constitué des nombres réels t 


tels que —t € J, et on définit l'application % : —J = R par la formule ü(t) = u(—t). Démontrer que 
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a 


u est solution de (E) si et seulement si & est solution d'une équation différentielle (E) zx = f{t.x). 


où f est une fonction que l'on précisera. 
b) Vérifier que { et & définissent un entonnoir de l'équation (E) sur l'intervalle —I. 


c) Déduire de l'étude des entonnoirs l'existence, pour chaque entier n 2 1, de deux solutions w,. à 


de (E). définies sur [{o.t.] et telles que 
medal) et mi) OU 
d) Prouver que la suite {u;(to))h est décroissante, que la suite (va(to))}h est croissante, et que l'on 
a Un(to) < Unlto) pour tout n >1. 
e) En déduire l'existence d'un nombre réel xp tel que vulto) < xp < Unlto) pour tout n > 1. 


f) Considérer l’unique solution maximale «x de (E) telle que u(to) = xo et prouver l'existence 


annoncée. 


Partie IV : Périodicité 
Pour T €]0,+%%!{, on dit qu'une application h:R — R7 est T -périodique si. pour tout t€ R. 
on a A(t+T)= A(t). 


Dans cette partie, on prend U = Rx |c,d{ et on suppose l'application f € CU(U.R) localement 


lipschitzienne en +. De plus. on suppose que l’on a 
VE Am) FE Ier 

où T est un nombre réel > 0 donné. 
1) Donner un exemple très simple d'une telle fonction f pour laquelle aucune solution de (E) nest 
périodique. 
2) Soit u : J — R une solution maximale de l'équation différentielle (E). 

a) Vérifier que l’application v définie par v(t) = u(t + T) est aussi une solution de (E) sur un 
intervalle à préciser. 

b) En déduire que, s'il existe un nombre réel tp € J tel que to + TE J et ulto + T) = u(to). alors 
u est T-périodique et J=R. 

Définissons une application P («une période plus tard») de la façon suivante : Pour chaque 
z Ejc,d], notons y, : IL — R l'unique solution maximale de (E) telle que 7,(0) = z. On pose 

D={zelc,d |ITElI,} 

et on note P l'application de D dans R définie par P{z) = +.(T). 


3) Démontrer que, pour z €lc. dl, la solution +, est T-périodique si et seulement si z € D et P(z) = 2. 


+) Démontrer que 
a) l'ensemble D est un intervalle de R, 
b) l'application P est strictement croissante, 
c) l'ensemble P(D) = {P(z) | z € D} est un intervalle de R. 


d) l'application P est continue. 


| 
ue 
| 


5) Exemple : Prenons f{t.x) = sint +2cosx et T = 2x. Posons u = p et v = 7-7. 


a) Etablir que les applications u et v sont bien définies sur [0,27] [on pourra construire un 


entonnoir à l’aide de fonctions du type t + +3t + X|. 


b) Vérifier que la fonction nulle est une barrière inférieure de (E) sur [0,27| ; en déduire que 


u(27r) > 0. Démontrer par un raisonnement similaire que v{(27) < —r. 
c) Démontrer qu'il existe z € [—x,0] tel que P{z) = z. 
d) En déduire que (E) admet au moins une solution 27-périodique. 


e) Démontrer que (E) admet une infinité de solutions ?7-périodiques. 


Partie V : Application 


Soient a1 et a2 des nombres réels tels que 0 < ay < a etsoit f € C'(R?,R° Pour m=\ti:0) 
dans R?, on écrit f(x) = (fix). fo(r)). On note B l’ensemble des points (x1,x2) de R°? tels que 


ri = pcosË, x = psind.avec ÊER et p E la,a]. 
On fait en outre les hypothèses suivantes : 


(H1) Pour x appartenant à la frontière de B dans R°, f(x) pointe vers l'intérieur de B, ce qui signifie 
que, pour tout nombre réel 4. le produit scalaire < f{a; cos 0. a; sin 0), (cos @, sin 0) > est positif ou nul 


pour i = 1, négatif ou nul pour 1 = 2. 


(H2) Le produit scalaire < f(x1.x2),(—x2,%1) > ne s'annule pas sur B. 


Le but de cette partie est d'établir l'existence d’une solution périodique non constante. à valeurs 


dans B, de l'équation différentielle (E) x'= f(x). 
1) Montrer que l’on peut se ramener au cas où la condition suivante est réalisée : 
(H3) Le produit scalaire < f{r1.t2),(—t2,t1) > est > 0 pour tout x € B. 

On suppose désormais que la condition (H3) est réalisée. 


2) Soit [ un intervalle non trivial de R et soient 8:I1—R et k:R —10,+5{ deux applications 


dérivables. Pour { € I, on pose 
ui(t) = R(O(t))}cos 4(t), ua(t) = h(6(t))sin 0(t), 


et on note « l'application de I dans R? définie par u(t) = (uilt).uo(t)). 


Démontrer que « est une solution de (E) si et seulement si l'on a, pour tout tE€ I, 
h'(8(E)) 8'(e) = on (B(E), AB(EN)) 


P'(E) = g2(8(t), R(8(E))), 


où g1 et g2 sont deux applications de Rx]0,+oc[ dans R que l’on précisera. 


3) Prouver qu il existe des nombres réels b1 et b2. avec 0 < b1 < ay < a2 < b2. tels que la fonction go 


soit > 0 sur Rx }b1,b2. 


4) Pour (4,p) € Rx ]b1,b2|. on pose 
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RE 


On considère l'équation différentielle (E') p! = G(4,p). Puisque l'application G est de classe C1 et 


2r-périodique en # , on peut appliquer la partie IV avec T = 27. On continue de noter P l'apphcation 
«une période plus tard». 

a) Démontrer que [0.27] x [ai.a2] est un entonnoir de (E’). 

b) Démontrer que P({a;.a2]) est contenu dans [a1,a2|]. 

c) En déduire que l'application P admet au moins un point fixe dans [a1.a2], puis que l'équation 
(E/) admet au moins une solution 2x-périodique h : R — {a;.a]. 


Désormais, on prend pour fonction h : R — [ai.a2] une solution 27-périodique de (E’). 


5) Pour 8€ R , on pose Ÿ(8) = g(0,h(0)). 
a) Prouver que la fonction # reste encadrée par deux nombres réels > 0. 


b) En déduire que les solutions maximales de l’équation différentielle (E”) 0° = #(0) sont toutes 


des bijections de R sur R. 
6) Conclure. 


AO OO 


